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_ Sommaire. — Le présent mémoire est consacré à l'examen des raisonnements qui ont conduit à nier la 


possibilité de mettre en évidence le moment magnétique propre d’une particule de spin : (électron) 


par des expériences où les conceptions de la Mécanique ponctuelle sont valables. 


Le raisonnement de M. Bohr qui s'appuie sur les relations d'incertitude est entièrement valable 


pour les particules de vitesse faible, mais il paraît échouer pour des particules de vitesse comparable à 
celle de la lumière dans le vide. 

Le raisonnement dû à M. Pauli, qui effectue le passage des équations d’onde de Dirac à la Mécanique 
ponctuelle par l’approximation de l'optique géométrique, parvient à la conclusion que la Mécanique 
ponctuelle des particules à spin serait identique à celle des particules sans spin. De là découlerait l’impos- 
sibilité de mettre en évidence, dans le domaine de la Mécanique ponctuelle, l’action du gradient d’un 
champ magnétique sur le moment magnétique propre de la particule. 

En réexaminant ce passage à l’approximation de l'optique géométrique, on arrive ici à des conclusions 
différentes. En accord avec des travaux récents de M. Jan Weyssenhoff, la Mécanique ponctuelle de la 


particule de spin 5 -est une mécanique à masse propre variable qui dépend du moment magnétique’ 


propre. Il n’y aurait donc pas d’impossibilité théorique a priori de mettre ce moment en évidence dans 
des expériences où la Mécanique ponctuelle est valable, Néanmoins il paraît difficile de trouver pour 
la masse, la charge et la vitesse de la particule des valeurs permettant d’effectuer une telle expérience, 


No NETE 1948. 


mais la difficulté serait d’ordre expérimental et ne dériverait pas d’une raison théorique a priori. 


1. Introduction. — Les récentes recherches de 
M. Jean Thibaud [1] sur les « électrinos » ont ramené 
l'attention sur la question de savoir s’il est possible 
de mettre en évidence le moment magnétique 


; ; . CREME à , : 
propre d’une particule de spin , Par l'observation 


de l’action d’un champ magnétique non homogène 
sur ce moment magnétique. Sans nous prononcer 
sur l'existence réelle des électrinos, nous allons 


soumettre à un nouvel examen la question de la 
mise en évidence du moment magnétique propre 


. Naranl fre DE 
_ des particules de spin ; par des expériences où 


l’on peut attribuer des trajectoires à ces particules. 
Deux modes de raisonnement, l’un dû à 


M. Bohr [2] et faisant intervenir les incertitudes 


de Heisenberg, l’autre dû à M. Pauli [3] et utilisant 
le passage des équations de Dirac à l’approximation 


de l’optique géométrique, semblaient indiquer l’im- 
possibilité de cette mise en évidence, mais il paraît 
bien que cette conclusion soit en défaut dans le cas 
des particules de très faible masse animées de 
vitesses voisines de celle de la lumière, ce qui serait 
précisément le cas des électrmos de M. Thibaud. 

C’est ce que nous voulons chercher à montrer 
en reprenant successivement les deux genres de 
raisonnement. 


2. Premier mode de raisonnement. — Pour 
exposer le premier genre de raisonnements, consi- 
dérons un faisceau monocinétique parallèle des 
particules considérées, la vitesse des particules 
étant dirigée suivant l’axe ox et les dimensions 
transversales du faisceau étant Ay et Az. On peut 
supposer par exemple que le faisceau a été limité 
latéralement par son passage à travers une fente 
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rectangulaire de côtés Ay et-Az. Nous supposerons 

que les particules de charge € et de masse propre m, 

sont soumises à l’action d’un champ magnétique 

non homogène qui est partout parallèle au plan 
yOz de sorte que nous aurons 


0H, 


div AH = ir 0 


dy Fr 0z 


(1) 


Si nous attachons notre attention aux actions 
qui s’exercent sur les particules suivant oz (un 
raisonnement analogue s’appliquant aux actions 
suivant Oy), nous voyons que l’action laplacienne 
du champ magnétique sur la particule se traduit 


par l'existence suivant Oz d’une force égale à -vH;, 


tandis que l’action du gradient de champ sur le 
. moment magnétique propre 9 de la particule donne 
lieu suivant Oz à la force 9; _… force qui, compte 
tenu de la relation (1), a pour valeur absolue maxima 

SR NOR RAES à APE) 
— —— dans le cas où le moment magnétique 
AT Moc dy 
propre est dirigé suivant Oz (1). 

Mais le faisceau ayant une largeur Ay dans le 
sens Oy, la force laplacienne est affectée d’une 
; , sen O0y s > : 
incertitude égale à av 7 AY et, pour qu'on puisse 
mettre en évidence l’existence du moment magné- 
tique propre, il faut que cette incertitude soit beau- 
coup plus petite que la force due au gradient du 
champ, ce qui conduit à l'inégalité 

À io Je 


AY € — 
4T Me 


(2) 


Pour des particules de vitesse faible devant celle 
de la lumière dans le vide, le facteur est égal 
0 


à la longueur d’onde À de l’onde associée à la par- 
ticule et l’on a 
Ay < À. (3) 


La condition (3) entraîne l'existence d’une diffrac- 
tion très prononcée qui ne permet plus d’attribuer 
à la particule une trajectoire bien définie et il en 
résulte l’impossibilité de mettre en évidence l’exis- 
tence du moment propre dans une expérience où 
la notion de trajectoire peut être conservée. 


(:) Il est utile de remarquer que le moment magnétique 
eh 
Er mc 
que soit cette vitesse. En effet, si l’on désigne par u,, les 
composantes du tenseur antisymétrique « densité de moment 

magnétique et de moment électrique propres », on a 


étant ici normal à la vitesse possède la valeur quelle 


les quantités portant l'indice supérieur (o) étant évaluées 
dans le système propre de la particule. 


Il convient toutefois de remarquer que dans le 
raisonnement précédent, nous avons supposé que 
la particule de masse propre m, et de charge € por- 


: ES / re 
tait le moment magnétique ee qui lui corres- 


ÂT Moc 
pond d’après la théorie de Dirac. Il en est autrement 
dans le cas de l’expérience de Stern et Gerlach où 
un atome d'argent de grande masse propre M, 
transporte un moment magnétique propre égal au 


; ch < 
magnéton de Bohr où ici m, est la masse 
ae AT MC 
propre de l’électron. En reprenant le raisonnement 
FR h 
précédent en remarquant que À = 7; on trouve 
0 


alors à la place de (3) 
Mo: 


Re (37) 


mo 
M 
à ce que nous puissions mettre en évidence le moment 
magnétique propre à l’électron dans une expérience 
où l’on peut attribuer une trajectoire aux atomes 
d'argent. 

Arrivons maintenant au point essentiel. Pour 
passer de la relation (2) à la relation (3), nous 
avons négligé les corrections de relativité, ce qui 
revient à supposer la vitesse v très petite devant la 
vitesse c de la lumière dans le vide. En effet, l’expres- 
sion rigoureuse de la longueur d’onde de l’onde 
associée à la particule est 


et, comme est très petit, rien ne s'oppose plus 


is (set CL 


ON Ce UE ; Sr 
et elle ne se réduit à ss que Si & est négligeable 


devant 1. 
rigoureuse (4) dans l’inégalité (2), nous obtenons 


À 


Neer (5) 


AT Vip? 


et, si Vr—{f est très petit, ceci n’exige pas que Ay 
soit très petit par rapport à À, de sorte que l’impos- 
sibilité démontrée plus haut pour le cas <c ne 
subsiste plus ici. 

On peut préciser encore ce résultat, comme l’a 
fait M. Thibaud [4] en remarquant que, pour un 
particule de vitesse voisine de c, l'inégalité (2) 
impose à la fente que limite le faisceau une lar- 


ARTE RCE ; ; 
geur Ay très inférieure à à Or ceci est pratique- 
(ù 


% 

ment irréalisable pour des électrons, car on trouve 
alors Ay 10cm. Par contre, pour des particules 
très légères comme le seraient les électrinos de 
M. Thibaud, on trouverait pour une masse de 
10779, Ay <1cm, ce qui est aisément réalisable. 

Les conclusions auxquelles nous parvenons par 
ce premier mode de raisonnement sont donc les 
suivantes. Pour des électrons lents, il est impossible 


Ne AC 


Or, si nous substituons l'expression 


de mettre en évidence par des expériences faisant 
appel à la notion de trajectoire le moment magné- 
tique propre. Pour des électrons extrêmement 
rapides, il n'y a plus d’impossibilité théorique, 
mais il y a encore impossibilité pratique. Par contre, 
l'impossibilité n'existe plus pour des particules 
de masse très faible (par rapport à celle de l’élec- 
tron) animées de vitesses voisines de celle de la 
lumière. | 

On aboutirait aux mêmes conclusions en appli- 
quant des raisonnements analogues à la mesure du 
moment magnétique propre d’une particule en 


mouvement par son action sur un magnétomètre. 


3. Deuxième mode de raisonnement. — Repre- 
nons maintenant la même question en utilisant le 
second mode de raisonnement qui étudie le passage 
des équations d’onde de Dirac à la Mécanique ponc- 
tuelle, en considérant celle-ci comme réalisant 


par rapport à la Mécanique ondulatoire l'approxi- 


mation de l’optique géométrique. 


Pour celà, nous partirons des équations du second 
ordre de la théorie de Dirac [5] supposée applicable 
à la partionte que nous considérons. Nous désignons 


par Vet À le potentiel scalaire et le paienues vec- 
teur dont dérivent le champ électrique ñ ete 


A 
champ magnétique Æ auxquels la particule est 


soumise. Nous poserons 
HO Eat, € 
=—— — —-A 
Pa IRC CS 
he) ë 
De — Es cs A), 
DR TOP AC 
de ) 
( (2 € 
3=— — À: 
Re 2TL OZ Ce 
Pen Eee 
j DCE CROP C i 
et ces’équations du second ordre s’écrivent 
Pi Y P?— m$ c? 
; L 
eh 
Pt er O hay + do Ry + a» ex) 
C2 ù É 
627; : re = 
= 2E x + doi Hj+ ma H;) [Wr=o (7) 
LS 


avec k — 1, 2, 3, 4 et où les «x sont les matrices 
à quatre lignes et quatre colonnes de la théorie de 
Dirac. 

Pour passer des équations d’ondes rigoureuses (7) 
à l’approximation de l'optique géométrique, nous 
poserons conformément à la méthode générale qui 
permet ce passage 


Vi are” (8) 
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en supposant que S est une fonction de phase rapi- 
dement variable à l’échelle des longueurs d’onde, 
tandis que les a; sont des amplitudes complexes 
dont le module et l’argument sont sensiblement 
constants à l’échelle des longueurs d’onde, ce qui 
nous autorisera à négliger les dérivées des ax par 
rapport à celles de S. De plus, il nous faudra, tou- 
jours en suivant la méthode générale, obtenir par 
séparation des termes réels et des termes imaginaires 
d’une part une équation de l'optique -géométrique 
correspondant à l'équation de Jacobi, d’autre 
part une équation exprimant la conservation de 
la probabilité totale de présence des particules. 
Pour pouvoir effectuer avec sécurité la séparation 
des termes réels et des térmes imaginaires après 
substitution des expressions (8) dans les équa- 
tions (7), nous appliquerons à (7) l'opérateur «4, 
nous multiplierons par a}, quantité complexe conju- 
guée de ay, et nous sommerons sur k. Ainsi s’intro- 


duiront des quantités de la forme D. a; Adx qui 
seront sûrement réelles si l'opérateur A, est her- 


mitique. 
Posons 


£ > 

= A: 20) 
Nous obtenons alors en négligeant les termes 

provenant de la variation des ax les deux équa- 

tions (?) 


Eh : : 
<= > ai (Hytas asia + H,tas os 
2TC Fe ‘ 
1 « { \ V2 
+ H-ia aa, )@y, (10) 
Ye 0 Ne ni 
I 0 RES : 7 2 
RES aÿ on ax | + divi-z LEON) 10 CE 
c dt Æ k 
\ 1 \ 1 


Interprétons d’abord l'équation (11). Lorsque 
l’'approximation de l'optique géométrique (Méca- 
nique ponctuelle) est valable, on a 


- 
DIET pvi—f#, 


1 


(2) Nous reviendrons au paragraphe 6 sur les termes négligés 
pour obtenir l’équation (ro). 
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où p=- et où o est la densité de probabilité de 
présence. Après suppression du facteur m,, l’équa- 
tion (11) s'écrit 

de Ne 7 

IN pe 0. (13) 
C'est l'équation de continuité bien connue qui 
exprime la conservation de la probabilité de pré- 
sence (°). 

Pour interpréter l’équation (10), nous considé- 
rerons, comme nous pouvons le faire à l’approxi- 
mation de l’optique géométrique, un paquet d’ondes 
de dimensions grandes par rapport à la longueur 
d’onde, mais très PAR à notre échelle à l’intérieur 


> 
duquel 7,4, 7, h et ñ sont sensiblement constants 
et nous obtiendrons en intégrant dans l’espace et 
en admettant la troisième relation (12) 


SU 2 
Zi —R = MOI ——— 
Mo C2 V1 —f$? 


AGE do 


Dh et r étant respectivement le moment magnétique 
propre et le moment électrique propre de la particule 
en mouvement. 

Nous poserons encore 


[>> 
* = Roc) 
Vies 
et nous écrirons 
Ti —R2= MC? + 20 ÜU = m6 C2. (46) 


L’équation (16) peut ‘ être considérée comme 
l'équation de Jacobi de la particule à moment 
magnétique propre en mouvement dans le champ 
électromagnétique. Mais pour que cette équation 
de Jacobi conduise à une Mécanique ponctuelle 
acceptable, il faut qu’elle permette de trouver 
des ax vérifiant les équations du premier ordre de 
Dirac, approximativement constants à l’échelle 
des longueurs d’onde et justifiant l'emploi de la 
troisième formule (12). 

Nous allons examiner le cas où la quantité 


> U 


Mo C? 


== 


(17) 


est très petite par rapport à l’unité. Ce cas est le seul 
où l’on puisse espérer obtenir pour la particule une 


(5) Cette démonstration de l'équation de continuité à partir 
de l'équation (11) n’est pas rigoureuse parce qu'en réalité 
l'on devait prendre pour 7, non l'expression (12), mais l’ex- 
pression (24) qui contient en plus le terme nU,. Pour démontrer 
rigoureusement l'équation de continuité, il faudrait tenir 
compte de termes que nous avons négligés en écrivant l'équa- 
tion (11). Nous n'’insisterons pas sur ce point car nous reétrou- 
verons une autre démonstration de l’équation de continuité 
aux paragraphes 4 et 5 
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Mécanique ponctuelle voisine de la Dynamique 
électronique habituelle. Supposant donc K? négli- 
geable devant 1, nous pourrons poser 


my = M+ NT = m+ À (Uo= nl) (18) :4 
et il sera alors naturel de chercher à développer 
la Mécanique ponctuelle de la particule en partant 


de la fonction de Lagrange (4), 


PRESS > > 
£=- méfier +£(.4) (19) 


rs 


qui s'obtient en remplaçant m, par m, dans l’expres- 


sion usuelle de la fonction de Lagrange en dynamique M 


relativiste de l’électron. En vertu de (18), on a donc 


(20) 


CELA 

LB mie vif VU eV + : 4) 
En attribuant à U la variance relativiste d’une 
énergie (composante de temps d’un quadrivecteur), 
la présence du terme U dans l'expression précé- 
dente paraît anormale puisque l'intégrale d'Action 
hamiltonienne doit être un invariant. Mais en 
réalité U, bien qu'ayant les dimensions et la signifi- 
cation physique d’une énergie, n’en à pas la variance 
relativiste. En effet, si F;x et px sont respecti- 


vement les composantes du tenseur « champ électro- 


magnétique » et du tenseur « densité de moment 
magnétique et de moment électrique propres », on a 


TOR . 
U=—: | Fiku;e dr 
D 


=; frhurdn TE F= DE, @1) 


U, étant la valeur de U dans le système propre. 
Le produit nU = U, est donc un invariant et 


fua= fu du 
c? eu P; dæ; 


fe Un 
| Eee 
ce Vi 
Ci 


Les formules classiques p = _ 
i 


l’est aussi. 


nous donnent 


Quant à l'énergie, elle est donnée par la formule 


OS Re mire? : 
ot T 9G Ave ee g2 


(:) Nous parvenons ainsi à une Mécanique ponctuelle à 
masse propre variable qui paraît identique à celle qui a été 
récemment développée par M. JAN WEYSSENHOFF (Acta 
physica Polonica, vol. IX, 1947, bi 8-53). 5 


M = 


(23) 


| dont on déduit 


€ 
= = — — = V — = x(0) 9 
d € ot C Vr Ta cr IR ( 4) 
S 
rte emo 2e Mo ® 
CR — et Tç—= > désignent respecti- 
VI1— fo 1 — (5? 


vement l'énergie et la quantité de mouvement d’une 


à k Le 
particule libre. de masse propre m, et de vitesse v. 
Il est alors facile de vérifier, en raison de l’hypo- 
- thèse admise sur X et du fait que n est supérieur 


ou égal à 1, que l’équation (16) de Jacobi est vérifiée 


à l’approximation admise. 


Si nous écrivons les équations de Lagrange 


+0 NE 28 \ É 
Gt . = | correspondant à la fonction (20), 


nous obtenons après quelques calculs bien connus : 


| où f est la force de Lorentz et où —_ gradÜ exprime 
la force exercée par le champ électromagnétique 
sur le moment magnétique propre et le moment 
_ électrique propre de la particule en mouvement. 


En comparant la valeur de cette dernière force 


avec l'incertitude sur la force Laplacienne dans le 
cas envisagé au début de cet exposé, on retrouverait 
aisément la formule (2) et les conclusions que nous 
en avions tirées. 


4. Le calcul de M. Pauli. — Nous avons rai- 
sonné plus haut en partant des équations du second 
ordre de la théorie de Dirac. Nous vouloris mainte- 
nant reprendre la question en partant des équa- 
tions du premier ordre de cette théorie (dont les 
équations du second ordre sont des conséquences). 

Nous reprendrons d’abord les calculs effectués 
par M. Pauli dans son mémoire déjà cité des Helve- 
tica Acta. Les équations du pons ordre de Dirac 
sont les suivantes 


h 2 
EL 
Ai )Wk= moeas V'x (26) 
AVEC = 1, 20 1e 


À quelques légers changements de notation près, 
M. Pauli pose 


) 2 y 

= | D + Roue ne ge... | 7 . 

Ë DEV che 271 Ë 

où, au second membre, b; est développée suivant les 


k 
puissances croissantes de la très petite quantité — pa à 
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et où S, désigne la fonction de Jacobi pour une 


particule sans spin soumise au champ électro- 
magnétique considéré, c’est-à-dire la fonction 


- < ut 
So= f (+ pjedY (x i 4) dei | (28) 
I 


l'intégrale étant prise le long d’un rayon- trajectoire. 
On notera que dans (28), c’est rl} et 7!}), et non 


Q lo 


7, et T; qui figurent au second membre. On doit 
noter aussi que les grandeurs 
1 OS EAU 
z (0) — — en AC Z;, 
de ce ot M) 
. (29) 
PI RER PS SET 
i d%; = Aie, 7; t) 


sont des fonctions bien déterminées de %, y, z, k, 

lentement variables à grande échelle dans le champ 

électromagnétique quand l’approximation de l’op- 

tique géométrique est valable. Aïnsi selon le point 

de vue de M. Pauli dans un champ permanent où 

l’énergie W est constante, on aurait par exemple 
ere) Mo C? 


CRUE = IV — Ex, y, z,t): (30) 
Vi 


En substituant dans les équations (26) la forme (27) 
des Wr, on obtient en faisant un calcul d’approxi- 


-mations successives par rapport aux puissances 


h : Ë 
de —= les équations 
27 


3 \ 
EE a; me | EEE, 
1 
6 
2 ) Ti 1e be 
t 
ee 1 
L 90%) x db) 
FA BOOT dd fe OS 


nareije eo 6. bhele eee 3 dent le {nee ee sn le. 070 


(31) 


La première équation (31) qui est homogène 
n’admet de solutions b% non nulles que si le déter- 


minant est nul et cette condition est équivalente à 


la relation 

mo TOP — mic? (32) 
qui est bien vérifiée. Il résulte alors de la théorie 
bien connue de l’onde plane morochromatique en 
théorie de Dirac que les b% sont les amplitudes 
des W}; dans le mouvement rectiligne et uniforme 


de la particule correspondant à l’énergie cr; et à 


la quantité de mouvement F0, Mais, comme il est 
bien connu, à chaque état de mouvement rectiligne 
et uniforme, correspondent deux états possibles 
pour le spin. Si nous désignons par A4 et Bx les 


sta * 
amplitudes, fonctions de #f° et de 7°’ et par suite 
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lentement variables à grande échelle, relatives aux 
deux états de spin (leurs expressions sont bien 
connues), nous aurons 


Ne Ag ri PP AN v) 
+ Colt) y, 3, ()P} (rio, \ co). (33) 


DE Cher, 3 


CG; et GC étant des quantités indépendantes de rl} 


et de = mais qui peuvent varier lentement à 
grande échelle. 

Les deuxièmes équations (31) qui ont un déter- 
minant nul ne peuvent admettre de solutions 


en b% que si les conditions 


SONÉS 90 
D, Ai Cdt D. er ms 
1 db : db) 

%* a LUN SENS £ À LE 
DZ CHNOT DE 04; : 
1 


1 


(34) 


sont réalisées. 

On a ainsi deux équations aux dérivées partielles 
du premier ordre qui déterminent les fonctions 
GC, (, y, z, D et C, (x, y, z, Ô) quand on connaît leurs 
valeurs initiales. La variation à grande échelle 


: e 
des À; et Bx par l'intermédiaire de 7? et de 7!° et 


celle des fonctions C; et C, expriment la façon dont 
la portion d’onde plane monochromatique, qui 
représente le paquet d’ondes à petite échelle, se 
transforme sous l’action du champ électromagnétique 
quand le paquet d'ondes progresse. 

En combinant les équations (34) avec les équations 
complexes conjuguées et en tenant compte de 


l’hermiticité des «;, on trouve aisément 


a 
D] 


I it x & 
122, bEU* BG0) 2 bi TN ER TC) 
L 


et comme l’on a 


4 


>. ANRT TR 


Je, pur S deb, (36) 
1 


1 


_on retrouve l’équation de continuité 


de 


5 
= + divpp = 0. 
ot 


On peut faire d’une manière analogue l'étude de la 


détermination des b%, b), etc. 


Comme les A4 et Bx; ne dépendent aucunement 
de l’action du champ électromagnétique sur les 
moments propres de la particule et par suite varient 
à grande échelle uniquement par suite des actions 
coulombiennes et laplaciennes de ce champ sur la 
charge en mouvement (force de Lorentz), il en est 
de même des D}. L’approximation d'ordre zéro 
ne paraît donc aucunement faire intervenir l’action 
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\ 


du champ sur les moments propres # cher semble 
ne pouvoir apparaître que quand on tient compte, 
à l’approximation d'ordre un, des b';. Mais il est M 
bien connu que dès qu’on est obligé de tenir compte 
des b} les phénomènes de diffraction deviennent 
one et la Mécanique ponctuelle cesse d'être 


valable. M. Pauli en a conclu qu’il est impossible 


de mettre en évidence l’existence du moment magné- 
tique propre d’une particule par des expériences 
où les conceptions de la Mécanique ponctuelle sont 
applicables. 


5. Étude critique du raisonnement précé- 


dent. — Le point faible du raisonnement du part 


graphe précédent nous paraît être le suivant : 
réalité, dans la théorie de Dirac, dès qu’on RON 


les actions coulombiennes et laplaciennes en insérant 


les termes en V et À dans les équations du premier 
ordre, on introduit par là même l’action du champ 
électromagnétique sur les moments propres, puisque 
cette action se manifeste dans les équations du 
second ordre qui dérivent des équations du premier 
ordre. 

Pour préciser la question, introduisons, à côté du 
développement (27), le développement suivant 
des W} suggéré par la formule (18) 


2Ti 


Re 


Vi ape ! 


h 
(0) (1) 
= [ah + —— a; +. 
| ï oné À 


h a Ses , 
+ ( CE NE (37) 
AT À 


avec 


3 


c? dt =D dr; |. (38) 


1 


Nous voyons que les b‘} 


sont reliés aux aŸ par 
les relations 


QT 


Ti à 
Udt Uat 
Bb) = af) e a J 69 mage} 029) 


Remarquons tout de suite qu’en substituant (39) 
dans (36), on vérifie que les grandeurs 


k 
td a at ac DS ist 
k 
“l 


satisfont à l'équation de continuité et que l’on a. 


* ca af) 


_ 


k 
D aa = D Ba DO p VTT. (10) 
C f 
1 


Il est évident que tout le calcul du paragraphe 
précédent reste valable et nous fournit les aŸ 
puisque ceux-ci se déduisent des bf par les for- 


Ê- 
È- 


: N° 41 se 


. mules (39). Mais il est essentiel de faire une remarque : 


si nous admettons avec la formule (37) que c’est S 


et non S, qui est la véritable fonction de Jacobi défi- - 


: > 
nissant la «phase » des W'}, les fonctions A; (x, x) 
l 


\ 

be \r: ro), bien qu'ayant la même forme que 
celles du calcul précédent, ne varient pas de même 
en %, y, Z, {, Car, par exemple dans le cas d’un champ 
permanent où l'énergie W de la particule reste 
constante, la quantité cr! est donnée non par la 
relation (30), mais par (41) 

CR = W— eV(x, y; 2)—mU(x, y, 3), (A) 


ce qui montre déjà que l'influence des moments 


propres se fait sentir dès l’approximation d’ordre zéro. 


La question de la relation entre les a? et les b{° 


apparaît très clairement dans un cas simple comme 


de M. Pauli : 


celui d’un champ magnétique uniforme dans la 
direction du mouvement où l’on peut faire complè- 
tement le calcul. Nous donnerons le résultat du 
calcul des fonctions C, et C, par les équations (34) 
sans en indiquer le détail. Suivant que le moment 
magnétique propre est parallèle ou antiparallèle 


à la direction du champ A on obtient soit 
2m è Udt 
Cr Die” J 2 
soit : 
Ci = 0; 


D, et D, étant sensiblement constants à petite 
échelle. Les b‘% correspondants ont pour valeurs 


2 f'uae 2 f'uac 
Po péter d ect BE Dpret J AU) 


& 
(0) 
1 da 
> ap ne 
k Ce tot 
1 \ 


h 
2TL 


Fa) = 


Pour obtenir l'équation (16) de Jacobi, nous avons 
supposé négligeable le terme F(a%), ce qui 
paraissait justifié par le caractère de grandeurs 
lentement variables à grande échelle des a. Nous 
devons examiner de plus près la validité de cette 
hypothèse. 

Supposons qu’au lieu d'employer nos expressions 
(18)-(37), nous ayons substitué dans l’équation 
du second ordre (7) de Dirac le développement (27) 
nous aurions obtenu 


RO — Ro + F(b)+...= mic+2monU, (41) 


où les points représentent des termes en À? négli- 
seables à l’approximation de l’optique géométrique 
et où F(b'%) est la fonction que l’on obtient en 
substituant dans (46) les b( aux a‘%. Si dans (47), 
on supposait F (b‘%) négligeable, on aurait 


RO) — m0 = mi c?, (48) 
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Nos af} sont donc ici égaux d’après (39) soit à D, A4, 
soit à D, Bx, et sont lentement variables à grande 
échelle, ce qui justifie la méthode du paragraphe 3. 
Les W;, sont donnés à l’approximation d’ordre zéro 
par les expressions 


ARCS A TEE d 2Tt à 

is Ut RS 
Ve ae! [ J er e ! ; (44) 
ce qui montre que leur phase est proportionnelle 
à S et non à S,. On en conclut que la vitesse v, 


vitesse de groupe des ondes de phase _. S, est bien 


donnée dans le cas envisagé par la relation (41), 
et non par la relation (30). 


Les résultats ainsi obtenus dans le cas particulier 
simple nous semblent indiquer nettement pourquoi 
la méthode employée au paragraphe 3 est correcte 
et pourquoi la conclusion tirée du calcul du para- 
graphe 4 est par contre inexacte. 


6. Autre vérification du point de vue adopté 
au paragraphe 3. — Nous allons reprendre le rai- 


sonnement qui au paragraphe 3 nous a conduit 


à l'équation (14) de Jacobi. En substituant le déve- 
loppement (18)-(37) dans l'équation du second 
ordre (7) de Dirac, nous trouvons 


mi — 724 Fa) +...= mic +2monl, (45), 


où les points remplacent des termes de l’ordre de R? 
qui sont certainement négligeables à l’approxi- 
mation de l’optique géométrique et où l’on a posé 


3 

: à (0) . 

je (5sst CA de ñ; | — con). 
4 


PNR SR 2 (46) 


1 
2 
DICO 
; k 


relation qui est inexacte, même si l’on suppose K? 
petit devant l'unité, Pour obtenir un résultat exact, 


il faut poser 
F(b%)) = 2M0NU, (49) 


car alors on obtient la relation 


RUN — TO = mic? (50) 


qui est bien vérifiée. 
Or la première relation (39) nous donne aisément 


F(a®9))= F(b9))—2mont (51) 


et l'hypothèse (49) entraîne la nullité de F (as) et 


justifie ainsi l'hypothèse qui nous avait conduit à, 


l'équation (14) de Jacobi. L'hypothèse exprimée 
par (49) entraine donc l'exactitude des calculs 
que nous avons effectués dans les paragraphes 3 et 5 
et justifie l’emploi des développements (18)-(37) 


PE: Dr VE ns PUTE SORT ER CT PE MES PS QE Ne PAL ANT PR AR ANS 
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dans le passage à 
géométrique. 

Reste à savoir si l'hypothèse (49) est exacte. Or 
en utilisant les valeurs bien connues des coeff- 
cients À; et B4 de la théorie de Dirac et en s'appuyant 
sur les relations (34), on peut démontrer, par des 

calculs un peu longs que nous ne reproduisons pas, 
a ne l'exactitude de la relation (49) dans un certain 
= 0e8s nombre de cas simple. Dars le cas du champ magné- 
tique uniforme considéré au précédent paragraphe, 
cette relation résulte d’ailleurs très simplement 
des formules (43). L’on voit particulièrement bien 
dans ce cas simple pourquoi c’est F (a}”) et non 
F (b'}) qui peut être considéré comme nul dans 
l'équation de Jacobi. 


l’approximation de l'optique 


7. Conclusions. — Les calculs développés dans 
les paragraphes 3 et 5, confirmés par les considéra- 
tions du paragraphe 6 nous montrent que le passage 
à l’approximation de l'optique géométrique en théorie 
de Dirac ne semble pas permettre d’exclure la possi- 
bilité d’une mise en évidence du moment magné- 

tique (ou électrique) propre d’une particule à 
l’approximation de la Mécanique ponctuelle. Par 
contre, le raisonnement de Bohr rappelé au para- 
graphe 2 montre bien cette impossibilité, mais 
seulement pour les vitesses petites devant celle de 
la lumière. Pour des particules animées d’une 

vitesse voisine de c une telle impossibilité de prin- 
cipe ne paraît pas exister. 

Toutefois, nous devons remarquer que la Méca- 


[1] GC. R. Acad. Sc., 1946, 228, p. 984; 1947, 224, p. 939 et 914; 
1947, 225, p. 934 et 999. 
NE . [2] Voir par exemple l'exposé de M. PAULI dans Rapports 
APRES du Conseil Solvay de 1930, p. 220 (Gauthier-Villars). 
[3] Helvetica Physica Acta, 1932, 5, p. 179. 


JOURNAL DE PHYSIQUE 


nique ponctuelle usuelle ne paraît applicable au 
mouvement d’une particule de Dirac dans un champ 
électromagnétique que si la grandeur K définie 
par (17) est petite devant l’unité. Les valeurs 
indiquées par M. Jean Thibaud pour les constantes 
e et m, de l’électrino et pour le coefficient n (savoir 


Mo TO p, EI0 AV A 10-14 U.e-S, mc T01) 


ne satisfont pas à cette condition (©). 

Si l’on écrit les trois conditions qui expriment : 
19 que la quantité K est petite devant l’unité; 2° que 
la longueur d’onde de l’onde W est très petite à 
notre échelle; 3° que l’action du grandient du champ 


sur le moment propre de la particule donne lieu à 


une déviation mesurable, on voit qu’il paraît diffi- 
cile de trouver des valeurs des grandeurs €, m, et n 


telles que les trois conditions soient simultanément 


réalisées. Tout au moins, ces valeurs doivent-elles 
être étroitement limitées de sorte que des expériences 
du genre de celles de M. Thibaud ne pourraient 
réussir que grâce à des valeurs numériques de €, my 
et n exceptionnellement favorables. Mais pour des 
valeurs suffisamment grandes de n (v æ c), la diffi- 
culté qui se présente ici pour la mise en évidence 
du moment magnétique propre est une difficulté 
pratique liée à la précision des mesures et non plus 


une impossibilité théorique a priori. 


(5) Les valeurs de m,, e et n données par M. Thibaud pour 
les électrinos donnent K de l’ordre de ro! à 1o'° : il semble 
impossible d'admettre la validité de la Mécanique ponctuelle 
avec d'aussi grandes valeurs de X. 


17 


Manuscrit reçu le octobre 
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: ÉTUDE SUR LES COURANTS DE FOUCAULT a 

} ER 

k Par A. COLOMBANT. fe 

| & Faculté des Sciences de Dijon. D 

s Sommaire. — Les équations de l'Électromagnétisme classique. applicables dans l'hypothèse du 
| « cylindre indéfini », permettent, néanmoins, dans l'état « quasi stationnaire », de calculer les champs 
! résultants en chaque point d’un conducteur tubulaire d’axe parallèle au champ inducteur, mais de 

: longueur finie et grande par rapport au diamètre. 


L'intégration des champs rendue possible par les propriétés particulières des fonctions de Bessel 
£ permet de calculer le flux total résultant et la variation du flux initial à l’intérieur du solénoïde 
| _ contenant le noyau. 

E- Les énergies localisées s’en déduisent. Et, de là, les variations de self et de résistance de l’enrou- 
| , lement ainsi que la self et la résistance propres du noyau tubulaire, fonctions de ses dimensions 
. 


radiales et de la fréquence des oscillations. 
On parvient enfin aisément à l'étude de facteurs très importants dans la technique des bobines 
destinées aux circuits oscillants pour toutes fréquences : le facteur de qualité, la perméabilité appa- 


rente et la résistance de pertes. 


Un noyau tubulaire magnétique et conducteur, 
long par rapport à son diamètre, est placé dans un 
solénoïde indéfini qui produit un champ magnétique 
uniforme, sinusoïdal, de pulsation w, parallèle à 
son axe. La fréquence des oscillations est telle que 


TT | 
Le champ électrique & se réduit à sa compo- 


sante 65 —6. Le champ magnétique se réduit à la 


composante 3€. — 4%. Tous deux sont indépendants 


de zet 5 et restent donc fonction de r et {. D'ailleurs, 


: - 3 

| la longueur d’onde correspondante est grande par RTS PR A NT Re 0 

* rapport aux dimensions du tube. Dans ces condi- vo TNA 

. tions, le système se trouve dans un état quasi station- : 
Enresy < en 4 1. Calcul des champs. — 1° JJANS LA CAVITÉ. 


naire, ce qui permet de définir l’uniformité du champ 
dans un domaine limité. 

Soit (r, 0, z) le système de coordonnées cylin- 
driques (fig. 1) qu’impose la symétrie du problème. 


— Appelons y, et €, la perméabilité et le pouvoir 
inducteur spécifique du vide. Les champs magné- 


> e 
tique # et électrique & sont donnés par les équa- 
tions 


: > XrB) Je 

“4 0 2 = x £ DE Nu TReE à OeE à 
| ee Nine site GA 
_ JR ra 

- rot — — FE —= €o Pr (1.2) 
Ne Ve 

“4 divé — 0 — div. (1.3) 


LE dé À . 


DE nl 


Appelons avec Planck % — Hei®! [2] le champ 
magnétique global résultant des interactions du 
champ inducteur et du champ créé par les courants 


de Foucault et £ — ne/”* le champ électrique global. 


LE - 
Ce dernier est perpendiculaire à 3 en chaque point 
et est tangent aux lignes de courant qui sont des 
cercles centrés sur l’axe et perpendiculaires à l’axe. 


I , à 
avec £9 Ho — > (c vitesse de propagation des ondes 


électromagnétiques dans le vide), 
(1.3) entraîne 


En prenant le rotationnel de (1.2), un calcul clas- 


sique donne l’équation scalaire 
uw? 


_ £ 2 a 
AH = — c5po0 Hi 2 H 


et en posant gq — on aboutit à l’équation de 


Bessel : 


Sa solution est 
H = AJo(jgr) + BNo( jar), 
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Joet N, étant les fonctions de Bessel et de Neumann 
d’ordre zéro, À et B étant des constantes dépendant 
des conditions limites. 
H doit être fini pour r — 0. Donc B — o. La solu- 
tion 
H=4n(— ©) (1.4) 


représente donc une onde de pénétration convergente 
dans la cavité (?). 
De plus, i désignant la densité de courant 


SE = 
Re 08€ ét des €o ob 
RE or … Ariot ? 
> NE j 
4 et 6 étant harmoniques, en passant aux valeurs 
imaginaires, on déduit 


ï 
e 


h=—jeAJs (— ne) avec € (1.5) 


Sans passer par l'intermédiaire de ti, on peut, 


_ d’ailleurs, écrire 


: 0H 
rot A — 0) 7 €0 h—=— pre 
qui, par (1.4) donne (1.5). 
20 DANS LE MÉTAL. — Appelons y la conducti- 


bilité du métal, et e sa perméabilité et son pou- 
voir inducteur spécifique supposés constants. En 
employant immédiatement la notation imaginaire, 
les équations de Maxwell s’écrivent 


< 23 
PS 2 (1.6) 
> 6 re FA 
rot — : UN) Ljus, de = Heiwt, (1,7) 
De 
ee 
rot Ie — — ns 
DT 
: fe à ; 
=  4ri+e/wh, & = hejut,. (1,8) 
ANG 
div = 0. 


“En prenant le rotationnel de (1.7), on obtient la 
relation scalaire 


: AH = pu(4ry] — ew)H, 
= 

Le terme :/w6 correspond au courant de dépla- 

cement et Ati au courant de conduction. Le rapport 


. € F 
du premier au second vaut, en module, . (f étant 


la fréquence). Le quotient pour les métaux étant 


de l’ordre de 107:7, on peut donc négliger le courant 
de déplacement devant celui de conduction, même 
pour des fréquences très élevées. Cependant, cette 
approximation n’est légitime que si la longueur 
d’onde des oscillations est grande devant les dimen- 
sions du conducteur (?). Dans cette hypothèse de 


@) Ji (s) fonction de Bessel d'ordre zéro est égale à « 
pour s — 0, mais N, (s) devient infinie quand s + o. 
() Pour f — 10% par exemple À = 3 cm. 


phénomènes quasi stationnaires, on peut alors 
définir un champ magnétique uniforme dans un 
domaine limité. Dans ces conditions, on peut écrire 


AH = Gzuyo]H 


, on aboutit à la solution 


et, en posant p — 


Virpyo 
complète de l’équation de Bessel qui est 
H = BJ, o(£v =) + CNE = —j) (159) 


Il y a, cette fois, superposition de deux ondes, 
l’une due à J,, convergente, qui reste finie puisque r 
ne devient pas infini, l’autre divergente correspon- 
dant à la fonction de Neumann qui reste également 
finie puisque r ne s’annule pas (). 

Enfin, le champ électrique dans le métal tangent 
aux lignes de courant circulaires, est 


Vs 0H: 


se ÿ or 


LES 


= — er (£ Lv=j) rs CN r LV) | CL. 10) 


Pour achever le calcul de H et h, il reste à déter- 
miner les constantes À, B, C. 


CONTINUITÉ. — Appelons r, et r, les rayons exté- 
rieur et intérieur du tube. Exprimons la continuité 
du champ électrique et du champ magnétique (qui 

sont tangentiels) au contact du métal et de la cavité. 
On obtient les deux équations suivantes : 


H continu : 
Ars = BJ, (5 = 7) + CM o(£: =) (41449 


h continu : | 
FAR a) 


Le) 


NET PRET TTR ve 
re [8/6 2) + CN (=) (4,42) 


Enfin, sur la surface extérieure H = H, donne 
une troisième relation 


Ho BJ, o( = =)  ENONeN (1.43) 


Si l’on remarque que _. est très petit 
TE RL ET a 
Ha et He) ee 
En tenant compte de la relation 


AT) CIE A 


te) 
No(s) = (C + loge — logs) 


= 


o(# =) — _ = y 


I 
E< J (s) + 2) 5 dre Jo ee s 


C est la constante d'Euler: 0,5577o. Nol,v=;) devient infini 
quand $ >0. Au contraire, J(,/—;) est infini pour s infini. 
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: PAR j à : r À k É s É 
- cten posant $ —— (S rayon réduit), on déduit des égalités (1.11), (1.12), (1.13) :. 


Poe —— ee Ep 
| D ME a M À a een Me Ve) Na] | V—J 


\ 


ER N/ —A\ + S V7 
| (=) Re à, | 


H 


B= : = , (il 5 45) 
vo ND V5) Ne mary UT AUGT SN Ver Mer 
H, Le, =) dos — J J(,, =] 
or - is (1.46) 
U S] ER DA 2 Er 
ET ln Mat au V—J [6 V—) Need Ne] 
(Sans produire d’ambiguité, on peut simplifier CALCUL DE ®,. — On a à 


l'écriture en supprimant l'indice zéro des fonc- 


tions J, et N,). > HE BL, (Ep € Nos: 


; | Pi=27r; 8 [ J 1 R cf x r dr. 
2. Calcul des flux. — Le flux magnétique total 1= 27h Ë Cyr + 27m he 


se compose : 
à , ne En utilisant les relations 
10 du flux à travers le métal d'épaisseur e=r—r:, 


ro fu du = u Ji(u) 
Dore f H r dr. 


en et 
20 du flux dans la cavité de rayon r; ACT du=—unNi(u), 
Ps — or f H r dr. cas particuliers pour » = 1 de 
0 
fu rs (uÿdu—=u"J;(u) avec Ji(u)}=— Ji(u) 


CALCUL DE ®,. — On a 
FLE AJ, e me et 


ri uN,a(u) du = UN, (uw) avec Mi(u)=— Nu), 
Pr=27A J ie r dr: É 

0 o( (-- ) 

10 on trouve 


C 
=2r4© —u CDR ét =2rA=J / uw. : pe Se 
EE moon) Ba oapptBjf—s Vi Lt SVT dv] 


A ï +aruptC (= iN Gt VIN Gp): 
Je CORRE 
sk ve) he En remplaçant À, B, C par leur valeur et en 
Donc " Don, supprimant momentanément afin d’alléger l’écri- 
2= 7 = ———, à R 
: À ture le symbole /—7 après les variables So et Si 
®, dépend de s, par l'intermédiaire de À. dans J, J', N, N', on obtient tous calculs faits 
ile CIN: PAIE (TN Nr) + À CNE TON 
ae Ho ? zu? : (2.1) 
Une FAN UE MT CN NE) 
De UT : (2.9) 


Ayo [2 NaSTEN Tue = FN) | te 


Plaçons-nous d’abord dans le cas où les rayons « réduits » s, et s, sont grands. Dans ces conditions, 
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Ris J, Net Durs dérivées J' !, N' peuvent être exprimées par leurs valeurs asymptotiques qui. Son 


: L evi S ns — j evi So: À ; 25 : : T 
J — J( =) D) N(,, ÿ=ÿ) herve RS 
ne DT are V— rer | ss. \ Vis 
evi Si ; _ TA eVi sa : eu ET 
TETE) JA PR Ar en ST jeu — 
(sa j) Von Vi si (sy j) Voz V5 si oV —/ | 2 Vj 50 Ë 


M, eV} So Ê 
ï CVS 2 VJ So. 


En effectuant les calculs et en posant o — sç— 5, (s est l’épaisseur réduite), on trouve finalement 


a. 
SR Ê 


= 


eee re  - Vj si 


ss 


À 


IN CHAQUE 


SAS Yo & V7 
| AVI (V5 evT ne Vio+ evi6) 
2U | 
p __ Hs Sos: I 
Fos SUYO si ÿ # ë # 
1 si VJ (e—vi G_-eV}i 5) 2e (e—v7 GC + eV} 5) 
21 : 


Le flux total résultant à travers la section droite du noyau est 


eVr5) = M (ro+ ere) + À + 
pu u 


[ 


$, Vsosi 


à \ 2h 


VARIATION DE FLUX. Avant l'introduction 
dans le champ du tube magnétique et conducteur, 
le flux était 


5 H, 
A BOY 


Por ré Ho= rp?s$ Ho = 


si Si VSosi 
+ + — 
DL Cie È D 


si 


A? 


24 


Supposons maintenant ©. petit (c’est-à-dire 
e = To —7, petit devant p). On peut remplacer les 
exponentielles par leurs développements en série : 


o2 


1+ Vio+js . 


evis— evio=i- Vjo+ ji: 


En négligeant ; devant l'unité, la variation Ad 


s’écrit finalement 


| _ H,5o 
yuu 
fs. : \— 6 (u— 1) 
| jf s-Cu+se—s LA +] 
VAE Ô 
+ " G—32)] RTS (2.8) 
fre 


(l'indice zéro de la variable s peut être supprimé). 


APPLICATION. — C’est cette valeur de AD qui doit 
intervenir dans la mesure de la perméabilité des 


Si VJ (e—vr.5 — evi 5) ee CRTLES eV] 5) 


So$s1 


So V— j (evi5— VE 5) — FT 


Vi (ev79—ev7 0) — FE (e-v7 0 ev7 0) 


SVT (e-VT6— eV) + (e-V35 + ev7 9 


H 


La variation de flux est donc 
AD = | D, + , | — p, 
soit 


(eT3+ e-vi 5) 


couches minces nas par les Rene d’in- 
duction. 


AP 
La variation <. du flux d’induction mesurée avec 


l'unité ®, et produite par l'introduction de la 
substance est 


Pete [+—c + 1)6s 
®P, EN 2 ue? de ; 2 
se ED] | rs (2.9) 
ss u s? 
ess 
ue 
La partie purement magnétique de cette varia- 


tion (y = o) est 
ADu _ 2(u—1)s 


= PES 


Po $ 
La contribution qu’apportent les courants de 


(*) Un calcul direct donnerait 


ï 


os | 
nr UN 
fe PS 
DRE (5) (2,10) 
laine 
AB : 
rt = © too) avec tra, 


P y are > Er 
. ve 


es | | 2u 
_le déphasage de A®; sur D, est — =; Par rapport 


à la f.e. m. induite e, —=—j0%,, il est égal à 
os as ; 
Sa 2nYoer. 


> 


Le module de - ss ! tend vers 1 sis DR indé- 


à PB 
A®, $ 
finiment et — x | a. = se Enfin, si — © est grand 
lorsque & tend vers 1, EE tend vers. r (°). Par 
à U 


D : < nee 
Se tend vers zéro si s augmente indéfi- 

0 
niment ou si s tend vers zéro 

La variation d’ amplitude due aux seuls courants 
induits, rapportée à celle qui est due au seul magné- 


tisme, est 


contre, 


(2.14) 


- Nous verrons plus loin que le module de l’inten- 
sité totale dans le noyau est I, — ne 
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e 
Eee 


Si s croît à cs constant, I, et tg® restent inchangés, 


Pr A : ; 
ainsi que —- Mais À varie comme s. 
me 


ExEMmPLE. — Cas d’un tube de nickel (en couche 


_ cylindrique mince). 
M=A0mt QUE M: OC: GS), 
G— 10m 0p—/0, 40m); 


f=10, = 50, 


ce qui repond un rayon de à mm et une épais- 
seutre— = He (u. = micron). On trouve À = 0,99. 


Les courants de Foucault n'’introduisent qu’une 
variation égale au centième de celle due au magné- 


$ —1I0, 


tisme seul. De plus, tgo — ro 


AP £ 
= 1 varie comme 55. 


A, È CJ à 
(5) —— varie comme -; tandis que 
P, S EL 


: c?s 
(f) Pour des couches métalliques minces NT < 4. 


s ÉTUDE SUR LES | COURANTS | DE FOUCAULT x 97 


Dans les mêmes conditions, avec s = 5o (r—25 mm) 
on aurait obtenu À —0,75 et tgo —5.10*. Le 


term 


devant 4, l’importance des courants induits croît 
comme le carré du rayon 

Re a CE AR PP A LE CLS 

ABCB —1) 


Supposons qu'on opère à une fréquence plus 
élevée. : 10 aVecs D "To. "Alors D 01 ml 


‘ I 3 
Se = ,b 00 a 0=5.10. 


l’importance des courants 


SLT ==: 0 ÉS S400; 


Dans ces conditions, 


‘induits devient environ sept fois plus grande que 


celle due au magnétisme seul (tgo — 71, 2.10 ?). 
On est donc obligé, en haute fréquence, MEME 
de très petits rayons. Avec $s — 5 (r = 0,5 mm), on 


aurait, dans les mêmes conditions, À — 1 — — = 0,93. 


Et avec s — 2,5 (r — 0,25 mm), À = 98,3 pour 100. 

En définitive, l’étude du magnétisme des couches 
minces en haute ou moyenne fréquence conduit à 
utiliser des dépôts cylindriques pour lesquels s est 
petit, c’est-à-dire de petits rayons (À sera voisin 
de 1 et © négligeable). On peut arriver facilement à 
ce résultat par projection cathodique cylindrique 
sur des tubes de verre, de silice, etc. (7. 


3. Force électromotrice induite dans le solé- 
noïde. Intensité dans le noyau. — La variation 
de flux A® produit dans le solénoïde une f. é. m. 
induite 


d 
ap) 


Dans l'hypothèse de s grand et s petit, cette f. é. m. 
a pour valeur 


__ Inst 
Qu 
X [EG 30) 
e | + (2u +1)0s 
8 


En admettant que l’enroulement inducteur porte 


(?) Dans la théorie, on a supposé que la cavité était le vide. 
Dans le cas d’un diélectrique, il suffit de remplacer la vitesse c 


_ .- Les calculs 


—. Pour du verre, 
Vapre = 
restent absolument inchangés ainsi que toutes les approxi- 
mations. 

(8) Dans tout l'exposé, je suppose pour simplifier que le 
solénoïde porte une spire par centimètre et que le noyau a 
une longueur unité. Si le solénoïde porte n spires par centimètre 
et si le noyau a une longueur !, les valeurs de R, et Z, seront 
muültipliées par n?l. Les valeurs de & et # divisées par {, 
les valeurs de W multipliées par L. 


BE 1, 2€ — 


par V — 
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une spire par centimètre, on a H,=4rl, 1, étant 
l'intensité maxima qui parcourt l’enroulement. 
Remarquons, dès maintenant, que l'expression 
de e (3.1) permet de calculer l'intensité totale du 
courant induit. En effet, le coefficient d’induction 
mutuelle du solénoïde et du tube d'épaisseur s et 
de rayon s est 


M E 2 un]. 
DOI MAIES 


Donc l'intensité induite est 


Se nc E PRET LA ART RE LE Le 
 — Mo 2x [21m mn CFE 
Didier 
4 
CE) ra x 5 
Hss UE (3.2) 
EL mn 2 <9 
4 TU GAS 
{ 4 - 
p? 
t gs 
SO —= —— 
SUR 


Nous retrouverons cette valeur directement. 


L'expression de e qui est complexe indique qu'une 
partie de la f. é. m. induite : 


Due Vs, Cie 1 
CREER) [- ts Sa) Jr 


TH Fous 


. produit un accroissement de résistance du solé- 
noïde représenté par le coefficient de —1,. Par 
contre, le coefficient de 7, dans le terme 
ue) L 
À 


e; = — 5? s[-s +(2u+1)ss + 
GS 


VUS 
LL 


représente une variation d’inductance de l’enrou- 
lement (positive ou négative). 


L'’accroissement de résistance 


Fe s?o(s— 30) 


u? oc? 52? 
\ 
4 


» 


ME 
correspond à une Pros d'énergie sous forme d'effet 


Rili 
L, soit 


W.— H$ os? 
: TETE 


; I ; 
(SRG) res à 
+ 


Lorsque o varie (os <1) cette énergie passe par un 
maximum pour 


DEUX PAT RROES CITE 
FEES 3 s5 Re Ne 
, pi # # 0 
c'est-à-dire une épaisseur 
ue? ou É 
CE +. 
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rayon (rÿ). - 


LR Ce 
Vazuyo 
développement obtenus, en 


sont indépendants de p. En fait, seul le premier 
= 


en posant € = (®).- Tous les termes du, à 


H . 
_supposant - pêtit, 


terme, e = = est important. D’autre part, si pe est 


très grand, les phénomènes d’aimantation superfi- 

cielle interviennent et les équations de départ n’en 

tiennent pas compte. L'indépendance de e optima 

vis-à-vis de est donc un peu illusoire dans ce cas. 
de 


Pour o— > On trouve 
2 HŸ D) r? H? 6 
Dre — 5 == : - Es -(3:3) 
647uY 16 


la tangente à l’origine de la courbe de l'énergie en 


H$ Hèrw FYU 
Gtrur soit 5 È (fig. 2). 


La valeur du maximum ne dépend pas de y 


È sè 
fonction de os vaut re 
4 


We 
s2HÈ 
GHTRY 


(toujours dans l'hypothèse 1 pas très grand), mais 
l’inclinaison à l’origine est inversement proportion- 


nelle à V1. Toutes les autres variables contribuent 
à l’acuité du phénomène, particulièrement le 


- : 2 
Le premier terme donnant la valeur optima e — — 


a été trouvé la première fois par J. J. Thomson [4] : 
qui évalua la quantité de chaleur produite dans l’in- 
duit en utilisant la valeur moyenne du vecteur de. 
Poynting (1). Depuis, le phénomène a été étudié 
théoriquement et expérimentalement par G. Ribaud. 
Dans de nombreuses publications, ses résultats 
confirment l'existence et l’exactitude de la valeur 
optima [3]. 


(®) Un développement de Ad plus poussé conduirait à une 
valeur de l'épaisseur optima 


À partir de maintenant, nous désignons par « la cons- 
tante 


qui a les dimensions d'une longueur: (effet 
V2Tpuy 


. de peau). 


(9) Voir plus loin [paragr. 5, form. (5.10)] le calcul de la 
chaleur dégagée dans le cas du cylindre plein. 


où 41 


CALCUL DE. L’'INTENSITÉ ET DE Da DENSITÉ DE 


_ COURANT. — Dans le métal, on a les relations sui- 
vantes : 
| À ra DO OT. ve 
i= yÿh, pros Ce = ps. 
ie; TR AVEC ENT — DS 


En remplaçant H par sa valeur, on a 


LES CN, (sy= "| 
et 


‘le calcul donne 


= BC) + CN — Na) 
Comme précédemment, l'écriture a été simplifiée 
en mettant J,, ou N;; à la place de J,7-; ou N,y=; 


En remplaçant B et C par leur valeur (1.15), (1.16), 
on trouve 


; (a+ ur) HAS | 


> 22 
H 7% + At Le (No LE Ns) | 
1 . en  : + 6 
JAN — Js Vs EE ——— — (Js,A so ds Ns,) 


En remplaçant J, J. N, N' par leurs valeurs 
asymptotiques (2.3), on obtient finalement 


. 


TES PS 


17 
$1 VJ + = F5 ere ee 
sole SVf— eV}) + (e GVI + e0Vi) 


et, en faisant © petit, 


ou 


avec 


L Ée 27T0)Y Je. 
= — = 270 
ot 24 ï 


Puisque o est petit, on peut prendre pour densité de 


(2) On retrouve bien la valeur de J; (3.2) obtenue par 
l'intermédiaire de A et M. Remarquons que c’est le terme 
en quadrature avec le champ qui correspond à l'énergie Joule. 
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S T; 1; ; 
courant i = —< — “ soit 
(a (o} 


1— 16 rYo —"erryo + dj 
2 
Si 2 a Fe OU 
1e tend vers zéro, la densité superficielle à, — = 1 © 


DURS T LC 2 
est décalée de = sur H, ainsi que h;— =: À ce moment, 
la f. 6. m. induite est évidemment 


lozrhk|=|7rr0H0). 


Enfin, la formule À — H,ro | —zerye + À 


2e? Tr 2 u)2 YA 
montre que si e croît, l'amplitude de h diminue. 


É À Tr Hor?2w?ye 
Mais la composante réelle RE 
TTC EI EE 


piez 
EE (o= «A ce 
r S 


par un maximum pour e— 


CES Lys 
moment, tgo te = LOL 
1 2U A! Â 


4, Variations de self et de résistance de 
l'inducteur. Résistance et self de l’induit. — 
La connaissance de A® permet, par l’intermédiaire 
de la f. 6. m. e écrite sous la forme complexe, de 
calculer l’augmentation de résistance de l’enrou- 
lement et sa variation de self. 

On a trouvé, pour la f. é. m. induite, l’expression 

H,s?25 I 


L< [+ eus nee HET 
. 4 + —— 


ue? 
avec H5=471,, 


d’où l’augmentation de résistance de l’enroulement 


2TS26 


Ri= 


de 
Res 


(4.1) 


2 
. ; 2 
Elle passe par un maximum pour 5 — “© et vaut 


Ts? 
AE Tim AU ce qui correspond bien à une 
énergie Joule 
2 2 12 
lorrv Hi = os (4.2) 
> 167? 16 k 


Comme À, peut encore s’écrire sous une forme 
symétrique par rapport à e et y : 


«w? 
RATIO = i ETES) 
1+4r202y2e27? 
. « £ 27 
on voit que si w y est très grand, À, tend vers —=-- 
ve 


ll 


Remarquons enfin que si la valeur y=— 
27r/reUu) 


correspondant à R, maximum est faible, il est néces- 
saire, pour observer ce maximum, d’avoir une grande 
valeur de rw pour une épaisseur donnée. 
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La variation d’inductance sera donnée par 


2 62 8 u2 et} | 1 
Liv — ge à [#—Gu+ nes | ons ie) 
YU CS og? 5? 
HE ne 
soit 
LR r-re uv.) 
. mel ue 
+ [r Ge | 1+4e?r2r?y20? 
PCR (4.3) 
We 


2(U— 71)? . I 


er 


<[r—eu+ 1)er — 


te 


Si eo, Li —o. 
Enfin, l'énergie dE 
Wn = : Lol; 


a pour valeur 


he 


ÿ W',,— [ire 47 


: 2(u—1)|w H$y?2w?e?7? 
2e7 (21 + 1)— | RER PR ESC 


Si wy est grand, on peut l'écrire 


116 0) 


Ha & [r° — er(2u +1) es 


Dsl 
2er(rÿ0 } 


qui présente un minimum pour 


Le DL ae 
TA 2 EE 


Pour pi; ccEUte rs de e devient rapidement 
égale à la valeur Te qui est l’épaisseur optima 
correspondant au ue d'effet Joule. 


x 


CALCUL DE LA RÉSISTANCE ET DE LA SELF DU 
TUBE. — Écrivons que la puissance dépensée par 
effet Joule dans l’enroulement est égale à la puis- 
* sance dépensée par effet Joule dans le tube. 

Nous avons vu que la valeur de I? dans le tube 


OH 622$ I : AA 
te  * ]] Vient donc, ent. appelant &, 
\ 16721? 2 $2 


UL2 
(E résistance du tube 


rs?0o Hè I I 


= ——— (5 — ES Re 
W, yu2 Fous 3G) $ 525? 5 1672 pu? te? 
AE Onbraes 
LE 2 

d’où 

27 27 27/7 
= S° — = — ne TV 

FT NN 


(par unité de longueur) (12), 


214 
Pour o — & prend la valeur 


R=— —={r207? 


2T 7" À 
— est celle que l’on pourrait Calculer 


ve 

l 
directement en supposant une densité de courant uniforme 
dans une couronne d'épaisseur e, de rayon r et de conducti- 
bilité y. 


(2) La valeur & — 


8 1+47°w?y2e?r?° 
Li 


ar unité de D oieun) et 
xs? Hi 


SE Hs __wAHgr? | 
_ vx 64æ TR 


— 647uY THŸ 16 


En appelant £ la self du tube, un calcul identique 
portant sur la valeur JaPnee dérere 


EUSY RE 
à" | #5 
conduit à écrire Nr 
Ru = = Low I? 
4z - 
ce qui donne 
JE 7 [#—Gu+nss 2" 
Y140) ss 
in 1 Het) 
= 4rr— 4r°re(2u +1) er(yo } 
> < æ I 
£ =4rr|1— State o del: 
À b=—< tou) | (4.5) L 


Ainsi, lorsqu'un tube métallique magnétique est 
placé dans un champ magnétique sinusoïdal, son 
rayon r étant grand et son épaisseur e petite, vis-à-vis 


Varpyo) 4 
de courants dans l'épaisseur du tube telle que la self 


qui en résulte est 
273e(ryw }? k 


} il se produit une distribution 


sn inn|re Ge 


La présence de e en dénominateur semble indiquer | 
que # peut devenir extrêmement grand si e tend | 
vers zéro (1). | 

fÆ passe par un minimum pour | 


si pest assez grand. Enfin, 


LL È Ds 

—— = 27TreW0Y — 27e 0y(2u + I) — LE _— D | 

À reuy x D er | 
Sie 0, 

Lan) À # \ 

rat 9 — 0 (r?wY étant très grand). 
: Le? À 
SI = 7) 

DOME RSR ET HT T 

m& 27 20 Y TOY. } PRE 


(#) Le coefficient de self d’un circuit parcouru par un 
courant à _ dont l'épaisseur tend vers zéro devient infini. | 


Le champ - la une distance d augmente, en effet, indéfiniment °4 


sid + 0, à moins que i tende plus rapidement que d vers zéro. 
En fait, la façon dont nous avons obtenu (4.5) ne nous 
permet évidemment pas de faire tendre e vers zéro. Le 


terme est toujours petit. 


D —1 
2r$e(Tyw)? 


en négligeant le courant de déplacement devant celui. 


_ En dehors de ces valeurs, si wy est très grand, 


DE, (0) 


TR 7 ©, CE 
R: 7 


D A 


Nous avons ainsi calculé £ et &@ dans le cas du 


‘tube : s grand, c petit. 


Le calcul peut être conduit dans n'importe quel cas 
et de manière identique par l'intermédiaire de A® 
Mais il faut évidemment utiliser, dès l'instant où 
l’on ne se place plus dans des cas limites, les tables 
de fonctions de Bessel (11). 


5. Cas du cylindre plein. — Comme nous le 


verrons plus loin, ce cas est très important dans la 


pratique. Les équations de départ sont évidemment 
beaucoup plus simples que pour le tube. Toujours 


de conduction, elles donnent AH = /{rpyj0H. Le 
coefficient de la fonction de Neumann étant nul 
et H devant être égal à H, pour s —5,, on obtient 
immédiatement 

He J, (s V—j) : puis h— RU L (s #5) Te 
0 (so#—ÿ) FEUE 


(5.1) 


Joy =) 
CALCUL DE L’INTENSITÉ. — On a 


ÉRNNIENE e Q Ee É 
= yhE V J CN) pp 


ATP J, (55 V=ÿ) 
nf id En ET 
pee PPS NE TE by) 
| | (3.2) 
47 Jot: 27) 


SUPpOSONS : 
19 s petit. 


Le 


; # 
ANT SEA RE 


On en déduit, après calcul, 


Ce — H,5? Tee 
DORET 


(en mettant s à la place de s, pour alléger l'écriture). 
20 s grand. — Ici, 


es Vi 1 R îT 
Pre ee RES) 20 CUT 


oVarsy; 


en appelant R, et I, les parties réelles et imaginaires 


(4) Ainsi, la transformation d’un cylindre plein en tube 
entraîne l'apparition de la fonction de Neumann dans les 
équations des champs et de la densité de courant. En même 
temps, apparaît, sur la face interne du tube, une couche de 
courant, Ce n’est que lorsque la fréquence devient suffisamment 
élevée que la couche interne disparaît. Il ne reste plus que 


== : °.. (Le flux interne est 


la couche externe pour laquelle à, — 
nul.) Si l’inducteur et le noyau sont de même nature, le cou- 
rant et l'induction dans l’inducteur, se reproduisent à ce 
moment dans le noyau comme des images réflétées. 
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de la fonction de Bessel J,(sÿ—7). 


En remplaçant R, et I, par ces valeurs dans 


RUN RSR Prs 
ea r ro 


et en faisant s grand dans l'expression obtenue, 
on obtient ==. 
4 T 
champ dû à la nappe de courants superficiels devant 
s'opposer au champ inducteur 47T1,—=H,; pour 


créer un champ résultant nul sur l’axe du cylindre. 


Ce résultat est évident, le 


Nota. — Pour les grandes valeurs de s, la formule 
asymptotique donnant J,,(s = 4) est 


To(s) = no ei ue d 
UE TS es) À rs 85 LT. 


qui, par la relation 


Lynn = Rbit lis 
donne 
H Æ s T I I FER T 
Ris = eV?cos| — + à eV? sin { — + = 
: V27s ee :) 8S V/2xs ( 2 :) 
PR eV Re 
TR es su( s)? 
S Ss 

Lie = ct sin ( - ae : ‘ die : He 
9 Vars Vo 8) 85 Vars V2 8 


(e I 


+ —=— 3 608 [2 2" 
1985? /2xs V2 8 


Ces développements conduisent à des formules 


simples pour les fonctions 


V2 1 
CSN CE de er ne 
R? + I 85 À Gas? 


RRENS SES 


V2 8 64 Vas" 


re RR°+ IT nu Le 5 “5 
RASEU? V2 25 325 Vo 
he 
FA a 1e V2 32/25? 


Les fonctions M et N interviennent très souvent 
dans les calculs (Tableau I, fig. 3). 
20. 


ss ste 


ess ee se ee 0 


La eee dv 0000 0 à de + 
op eee ee eve 


CCC CCC ACC CEE 


CH ON AT AE NON 


se hoNeG ets ere tes artele 


PROMOTEUR COCO 


CCC CE EC 


6 


8 


Fig. 3. 


ras s petit. On 4 


à ne 


cylindre indéfini supprime le champ démagnétisant. 


CALCUL DE RE Li RE, 5A PARTIR DE Ad. LE 


à fé à ; ÿ ë D H, J, és Ven) ; 
| 0 (s5#—ÿ) 
: D'où 
Pi à su f : Dee qe al > Vi CON Er (y, 
RATES) RU (so = j) 
Comme 
is se 
| AO ET op 
et 
RER net ARR 
Or er)Re G} 16 
il vient 
20Y 2 16 
He 
qui, avec De = Fa donne 
r { : 
À x 4 43 
FR nu [: Rire & | 
2 6Y. | 2 21 16 
La ; ie 
(en supprimant l'indice zéro à s). 


Comme précédemmént, 6 on en déduit une e augmer 
tation de résistance primaire 


a Lee 
La puissance dépensée par effet Joule est. 
Wi= Hs: ne His 2 M pures w? dre, RCD 


: 2.39% 47 25677 


5: résistance du cylindre est donnée par la rel 


. H2$% CH L | 
ire (+S)s Hs 


est donc de à S'il croît avec” te 4 
c'est tout simplement parce que l'hypothèse du 3 


La self # du noyau sera donnée par l'égalité 
k > 2 CASE 
= : Foli= Æ ee (+ 1) ‘His (1 El Ë 
c L É 
LE = De (: _ =) (- 2) 
yo s? u 256 
LE | le 9 É = 
res ire 


LP — 7? (nn (2E +) à © . 4 


7? + 


D'où 


s’annule donc pour & =7:, ce qui est normal. 


La valeur r — Va: e n’est pas re puisque, 
par hypothèse, r <e 


20 s grand. 
eo ! ‘+ é ; z 
®, = Ho So VJ J, (so V—ÿ) s 7° UE ETS 7. #7 
RATE et VERT. ï. 0 op)" 
D'où 


D, — Hoso V Ve 


-2Yw0 


et, en supprimant l'indice zéro à s,, comme aupa- 


{e 


LES 


JDE SUR LES CO 


_Tavar 
SP = PET . 
: ; 2:70) AE | 
= ex (5599 


_ On en déduit, pour la chaleur dégagée dans le 
noyau, 

I 5 Hs 
2 47 9y Vo 


Hor 
1677 ë 8 


Hir 


Tree (3.40) 


Remarquons que, dans l’expression générale de Ad 
obtenue dans le cas du tube (2.7), si o& n’est pas 


_ petit, la partie principale de A à pour valeur 


== ef Vv/ 
2 
Ad — H5 2.4 Si 
7 2 Yu) fr 2 
M oi ù À 
2 
Ho Sû er 
Le 2. V0) 21 FRE J 
D'où 
Rs, H,s ln N V2 S + 
nn ae be Vos du). 
: #4 = 


qui est identique à la valeur de e trouvée direc- 


tement (5.9). Tout se passe donc à ce moment 
comme si le cylindre était plein. 

Si l’on fait le rapport de l'énergie dépensée dans 
le tube pour l'épaisseur optima (3.3), à celle 


- dépensée dans le tube plein de même rayon exté- 
- rieur (et de même nature), on trouve 


9 


RATER 
W', HO BE TOY. 
He © HS = 4/2. 
16TYE 


Ce rapport étant beaucoup plus grand que 5, la 


chaleur dégagée dans le tube est beaucoup plus 


grande que dans le cylindre plein (5). 
En employant les valeurs asymptotiques (5.4) 
pour J, et J', on aboutit à une énergie 


no ie =). G19 
VA ET 


Per 167 167 eY 2" 
L'augmentation de résistance du primaire est donc 


27 $ 1 Sr j 
Ra rer a (5249) 
Sa ss 
_ et la variation de self 
JDA RSR ER RE étre onr|/ 25 + (5.138) 
wY 2 be V2 Os 


(5) Je n'insiste pas sur cette discussion, qui a déjà été 
approfondie théoriquement et expérimentalement par G. 
Ribaud [3]. à 

D'autre part, Marc Jouguet a fait une étude complète des 


; valeurs R, et L, dans le cas du cylindre plein et de l'ellip- 


soïde [6]. 
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Cette valeur tend vers la limite évidente 4 r? r? si w 
où y augmente indéfiniment (6). Enfin, L, s’annule 


5} F 4 
mé. Si p est assez grand, ce 


VENT 
ne PSE \ 2 70 S 
Zéro peut s’observer et correspond d’ailleurs à un 
maximum de L;w. Cependant, pour des valeurs 
de p élevées, ce résultat n’est pas à retenir, car nos 
équations de départ ne tiennent pas compte du 
champ démagnétisant. | 

Pour cette raison, on ne peut pas déduire des 
expressions de R, et L, que, lorsque x croît indéfi- 
niment À, devient infini positif et L, infini négatif. 
D'ailleurs, une théorie identique portant sur la sphère 
ou l’ellipsoïde montre que L,; tend vérs une limite 
finie, tandis que R, tend vers zéro quand y croît 
indéfiniment. 

Cependant, pour des valeurs normales de y, les 
variations de W, en fonction de & ont qualitati- 
vement la même allure pour la sphère et le cylindre 
indéfini. La puissance absorbée croît avec [6] (7). 


CALCUL DE LA RÉSISTANCE ET DE LA SELF DU 
NOYAU. — On déduit aisément des égalités 


/ 
Op. 


Dee HE HT 
ne. 8 \/ TY 


no Ha HS a 
167y | 24 V2 à 


1 
2 167? 


et 


les valeurs 


Rae j ” 
27TU0) DUT 
R—=97rr Re (3.14) 
y Ye 
et 
DT SE. SU I 
TE a 
u)7 2 V2 
9m re, 27 f. se 
REA OT ee =AÂr?—oTruX one, (0.45) 
OY 


to u As À de as 
2772 RTE RENE 2 


Ainsi, la self propre du noyau pour la distribution de 
courant existante comporte une partie constante {T?r? 


et une partie variable 2 TI . qui décroît si wy 


croît. La première partie correspond à la localisation 
superficielle du courant à la limite. 


(4) Je suppose néanmoins que w reste toujours inférieur à 
une limite telle que la longueur d'onde correspondante soit 
grande devant les dimensions du noyau, afin de négliger les 
courants de déplacement devant ceux dus à la conduction. 

(7) Notons aussi que les phénomènes d’aimantation super- 


ficielle qui prennent naissance pour {. très grand, ne modifient 
; E 
pas la valeur de l'intensité superficielle i, = — Re dans le 


cas du cylindre indéfini. 
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REMARQUE. — Supposons que, dans un champ 


magnétique alternatif, on place un tube constitué 
par des spires jointives d’épaisseur e et de rayon 
moÿen r, au nombre de n par centimètre. Si r est 
DR 
Te 
Si l’on déroule les n spires, on forme un cylindre de 
diamètre e, de longueur 27nr qui, placé parallè- 
lement au champ prend une résistance 


I 9 e# 
rer D 
TSTUIN 64 € 


. étant petit par rapport à €. 


grand et e petit vis-à-vis de &, on a vu que &, — 


Re 


T2 ; | 
Donc, R&2r 0. r étant grand par rapport 


à e, R, est beaucoup plus grand que R. 
Pour les selfs, on a de même 


Cm) 


Le 9 po *'e\(: RS 
L,=4r?r Hi | e(2u +1) re(yo}’ 


et 


Re 
SERA 

Au point de vue des puissances dépensées dans 
chaque cas, on aura 


Hi rrcer 


PORTES AD ND Eee 
We == Ro nr 
et 
JA TzYw? I 
PÉRRenieR n- Rue Pa 
4 1+ 4er2r20?7?2 e 
Ws 32 1 I 392 r°? I 
WT ne 1+4errw2v2 ) me r2.e? 


£ de : e2 . 
Si, en particulier, e — EE on tire 


e étant petit vis-à-vis de &, l’enroulement du conduc- 
teur favorise la production d’énergie Joule. 


6. Self et résistance de pertes d'une bobine. 
Surtension. — Nous avons jusqu'ici raisonné 
sur A et sa dérivée par rapport au temps pour 


À 

< (D, + D) 
P,+®,—4 est le flux résultant total, il est 

évident qu’on est conduit à considérer la self totale 


de la bobine (enroulement et noyau) ainsi que 
l'indique l'équation 


calculer £, 


R, L;, R;. En opérant sur — 


U = Ro I, he 2 


dt (P; Cam ®;) —= R5 Lh+ J 0Ÿ, 


(6.1) 
où U est la tension aux extrémités et R;, la résis- 
tance électrique de l’enroulement. 

Le flux = ®, + ®, étant complexe, d = d, — 74, 
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(6.1) peut s’écrire 


QUE 


va re + job, 


U=(R+ 


tu) Ù i 


MT. 


tance de pertes due à l'existence des courants de 


Foucault. La quantité Fe correspond à une indue- 
Pi , ° K 
tance L. Nous allons calculer dans chaque eas les 


valeurs de L et R, de façon à exprimer le quo- 


qui caractérise la surtension, ou facteur 


J 
de qualité de la bobine. Le rapport Bu = nous 


é Lo 
tient Fr 


3 ! 
RE u D 
donnera la perméabilité apparente et n = “* — 


? 
102 C2 D 


le facteur de réduction du flux de la bobine. 
Remarquons que ®, est le flux à travers l’enrou- 


lement en l’absence noyau. Donc p®, est le flux 


à travers le noyau pour des oscillations de très 


basse fréquence. 
Lo 


Le facteur Q;:— FA 
1 


pertes par courants de Foucault. En réalité, pour 
déterminer le facteur de qualité réel de la bobine, 
il faudrait tenir compte : 


1° de la résistance de l’enroulement; 
20 des pertes par hystérésis et par effet de retard. 


ne tient compte que des 


Dans ces conditions, on aboutit à la formule 
1 a H5 


Pr Ha 


O0 — Or + 


x 


Dan SR. 


dans laquelle : :, constante de l'effet, de retard est 
indépendante ‘de w et H °; « constante de Rayleigh 
règle la montée quadratique de la courbe d’induc: 
tion (1°). 

D'autre part, dans le calcul de Q;x, nous Suppe. 
sons B —pH en tous points du corps. En réalité, 
si l’on veut tenir compte de l’hystérésis et de l’effet 
de retard dans le domaine de Rayleigh, il faut écrire 
le développement de B : 


ère | 
B(E)= (ua +a Ho) cos a x Ho+ ban ) Hsinwt [1] 


en ne considérant que le terme fondamental de 
pulsation «© (20). 


Gs) Nous supposons n = 1. U correspond donc à la difté- 

rence de potentiel sur 1 cm de longueur du solénoïde. Pour 
n spires et une longueur de noyau {, il faut multiplier R, 
et L par n?1 dans tous les cas envisagés. 
#) Les trois angles Qr, 1 
(*) Les trois angles Qr, ae 
de superposition s'applique. Mais l'expérience 
que, pour des poudres, e, n’est pas toujours 
de w et. H,,. 

(2°) D'ailleurs, la théorie montre que la présence de termes 
en cos ut « produit des voix voisines » sur les lignes de 
transport à différentes ondes porteuses, car la pulsation 3. 
tombe, en général, dans une autre bande de fréquence. Mais. 
ce terme parasite est proportionnel à R, résistance de pertes 
par hystérésis. D’où l'intérêt à réduire R.. 


e,, étant petits, le principe 


montre à 
indépendant , 


que nous avons déjà calculé est une résis- 


Enfin, Les bobines étant iles. dans la majorité 


| des cas, il n'y a pas de champ démagnétisant dû 
aux extrémités. 


: CAS DU CYLINDRE PLEIN. — a. $ pelit (re), — 


Les équations précédentes nous donnent 


OU H,5 É D), Po SH, 


Ve Vire Dre 
20Y V2 16 ATOS 
Donc, 
5 D 2 $ s 
He SE Pie dire (6 2) 
2 y $ 2 16 
et 
it 15? : 
TR) ee ; 
/ ue one «é a) 
HS: 5 JS 
CE — 5 , 
2 YA TO » 
d’où 
rs : x? D'OUS ‘9 k 
Ri= — L = — (Ge 
LE 5 (he : oY ; Sc BR s? FUyU 7? (6.4) 


Donc, pa p, n & 1. Q> est inversement propor- 


tionnel à s2. 


On en tire d’ailleurs la formule connue 
Ri=oriuy fr, 


qui donne la résistance de pertes par courants de 
Foucault en fonction de l’inductance. 


His PSN) 


27/0 Re 


b..s grand, — On.a ®,— Par 


v=—j 


l intermédiaire des valeurs asymptotiques, on trouve 


(12 IC FRE as 3 EE: I 
D, —— RE Ce FR RE , 
2701 Va 32ÿ/2s° ( 2% 
ne Hs I I NET Fe 3 
Sos V2 AE ( V2 32425 4 


DETTES) I A 
R1= Se M “ a 
: 1 - AE ee de 
Donc 
Lo I 
O NT A Re (6 8) 
RER UE 
 Sis est raid _ nos 
2 pt CT 3 De D 2. 
Eee = — — : 6.6) 
| / he 32 V2? Î( TE ni ( 


. 20 ; ; 
son module | fu | _ tend vers zéro si s augmente 


indéfiniment. 

LEA RES NES RE ee D AIT À) 
(E AMOR PDT Ven 

Son module |n|# LE ——— tend vers zéro si 


r VrpYo 


s augmente indéfiniment. 


Cas du tube (571, s <1). — Les résultats sont 


évidemment plus complexes. 
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De l'expression 


Apr ®P, + Po — Ps on tire QU — , + d; _ A + D,. 


En utilisant la valeur de Ad déjà calculée (2.7), 
on obtient 


2H? 0Y 214 $ 
IE 
a 
qui donne 
nÿ 2 PATES 
da an = = | + —— 55 
Di 2 
itunes : (6.8) 
AE S J Ê 52? s2 e 
HUE 


Lorsque s tend vers zéro, s étant constant 1, 
ce qui est normal. 


Ua G) UT 
RE — Gà —+— S. 
pole 214 
> (F Ko} ë J 
ns 0 ape Dr PACE Rage AS OU 
S$ : F OISE 
ORNE 
ue 
SIC 0 M OU 
æ 
6) 
DATES EN DONC 
OU? oo, ere 
We té 
ou y 


i 


Donc  —+ 0, Due CRUE 


Enfin, 
His? ( à VISE 
eZ) —5s+jlou+ s5 
DEV > 
5 I 
Re | MO 
SN Eve 
DT 


> 11 $ s 
4 L 4 = < 
L< 
d'où 
Lu 20 I d 
OT NE 9224 4 (u — 1): 6.10 
PSE cs +( az =) i(i ls ( ) 


Si est grand, s étant petit, pour des valeurs des de 


quelques unités Q; peut être très grand. On voit 
aussi que si s—> + (à r constant) Qr— 0 et si so 


a s constant Qr— x. De plus, Or passe par un 
Pre DUT 5 x à 
minimum pour 5 — Ée et croît ensuite 

(GG <1). 
Ce minimum peut d’ailleurs s’écrire 


} I 
RE OT CARD UE LE) YA : 
Pour des valeurs de y très faibles (poudres ou semi- 
conducteurs), w peut se trouver en dehors de la 
samme de fréquence d'utilisation : le minimum ne 


s’observera pas. 


£ tend alors vers zéro. 
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Signalons que la résistance de ee R, passe 


> 
par un maximum pour 5 — ce qui donne 


Or ÉD à 
RAR TRE GA Et). 


Si la nécessité conduit à la construction d’un noyau 
tubulaire, il y a donc intérêt à se tenir éloigné de 
21 


$ 


la condition o — 


Dans l’ensemble, une augmentation de f: fait 
croître Qr et px, une augmentation de y fait décroître 
Qr et u« Il faut donc éviter qu’un accroissement 
de y. dans la fabrication du noyau s’accompagne d’un 
accroissement de y. De cette façon, Qzr et pu pour- 
ront rester importants. 


CONCLUSION. — Les qualités d’une bobine 
dépendent de Qr et n. Dans le cas du cylindre plein, 
ces deux paramètres sont fonction de s seulement 


I > : 
Or= PER) RE TEL NE rep) 
r V2 VATUOY r V2 Varuwy 
Bo = nu, s= r'V4TLOY. 


TaBLeau Il. 


Nature de malériau, 


- Noyaux en poudre de fer carbonyle de quelques microns de diamètre. 
Noyaw en poudre de Ferronickel........:.:...... RENE 
Noyau en tôle de Ferronickel (épaisséur de tôle 1/10 de millimètre)... 


Noyau en tôle de silicium (épaisseur dé tôle 3/r0o° de millimètre)... ro I 


_(*) Tore spécial pour HF. 


H perte par hystérésis d,, perméabilité apparente; Q, facteur de dHalites T, pertes par trainage; 
Foucault; f, est la fréquence; H, T, F, sont exprimés en ohms par henry et par ampère-tour à 800 périodes. 
le champ magnétiqze est toujours situé dans le domaine de Rayleigh. 
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[PA Q. T: F. H. f. 
F0 200. 3,101. 4-107%,2-1071- à 92 Mc) 
ie 150 I 3 #07E 3 500 Ke 
Pere 150 200 8- 1,9 85 150 Ke 
100 I 1 à 3 Me 


Poe un etait donné nr y donnés 
même fréquence Qr croît si r décroît (toujours dans. 
l'hypothèse r > +). D'où l'intérêt de la division du 
matériau servant de noyau. Par contre, si s croît, 
Qx—1, d’où amortissement du circuit oscillant 
contenant la bobine. Notons aussi qu’une diminu- 
tion de y ou r augmente Q; et p.. Mais une dimi- 
nution de y. augmente Q; et diminue pr. = 
Enfin, r et o étant donnés, Lu nie comme VE 


Mais 


de p fait donc croître 4 déeroître Qr. Il y a 
donc intérêt à diminuer y. Autrement dit, deux 


Qr varie comme * Une augmentation 


Ve 


noyaux de même p, peuvent avoir des surtensions  … 


différentes si leur y est différent et inversement. 

La technique actuelle recherche donc des noyaux 
de forte résistivité (poudres agglomérées de substances 
ferro-magnétiques et même semi-conductrices) qui 
possèdent cependant une valeur de 1 assez grande 
pour conserver un p important. Mais une difficulté 
surgit dans cette voie car les pertes par hystérèse 
sont proportionnelles au coefficient « de Rayleigh. 

Je donne ci-dessous quelques valeurs obtenues au 
laboratoire du Magnétisme à Bellevue (Tableau ID. 


800 € 
1 à 3 Me 


F, pertes par courants de 
Dans ces mesures 


Qu'il me soit permis, pour terminer, d'exprimer  tarie, qui à mis à ma disposition une utile docu- 


- ma reconnaissance à MM. Ribaud et Bauer, qui ont mentation. 
bien voulu s'intéresser à ce travail, ainsi qu’à M. Bou- Manuserit reçu le 5 juillet 1948. . 
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LA DIFFUSION DE LA LUMIÈRE DANS LES BROUILLARDS 0 


Par FRANZ BLAHA et FriEpriCH BLAHA. 
Institut de Physique de l’Université de Vienne. 


Dee. Sommaire. me On part d’une loi exponentielle pour l’intensité de la lumière à travers un brouillard. 
On en déduit une relation fondamentale entre le coefficient d'extinction et la répartition des diffé- 


rents diamètres de gouttes. On applique cette relation à la transparence de brouillards plus ou moins 
denses dans l’ultraviolet et l’infrarouge. 


Un flux lumineux traversant un brouillard diminue 


è l Il Les germes de condensation sont constitués presque 
d'intensité suivant la loi exponentielle : 2 


toujours par des substances qui augmentent la 
conductibilité de l’eau. Cependant, les ondes consi- 
dérées ont une fréquence si élevée, que la supposi- 
tion s — o est justifiée. D'ailleurs, les nombreuses 


D — Peau. 


Le coefficient d'extinction « est la somme du coeffi- 


cient d’ « absorption pure » (production de chaleur 


_ par effet Joule) «. et du coefficient de « diffusion 
pure » (réflexion et réfraction) a&* (x — &x + «*). 


Dans le spectre visible et les domaines spectraux 
immédiatement voisins, | «absorption pure » est 
beaucoup plus faible que la « diffusion pure » [1], 


conséquences des calculs de Stratton et Houghton 
sont bien vérifiées par les mesures effectuées sur les 
brouillards. 


La connaissance du rayon R le plus fréquent ne 


suffit pas à remplacer celle de la courbe de répar- 


ttion n(R). Supposons, par exemple, que lon 


- de sorte que, dans ce cas, l’on peut poser « — x 

. . En négligeant les diffusions multiples, on peut 

_ dire que la diffusion par N particules du brouillard 
est N fois plus grande que la diffusion par une 
_ particule unique. Donc, si nous supposons qu'il y 
a N particules par centimètre cube ayant toutes le 

* même rayon À, le coefficient d'extinction pour un 
rayon de longueur d’onde À sera 


a(X, R) = 9(X, R)NCR) (1) 


ait n(xo) pour des particules de 10 de rayon 
et n(0,1) = 10.n (10) pour des particules de 0,1 
de rayon, bien que les secondes soient dix fois plus. 
nombreuses, c’est l'effet des premières qui est 
prépondérant car, selon Stratton et Houghton, 
chacune diffuse plus de 1000 fois plus de lumière 
qu’une particule de 0,1 p. 


- (y est la contribution produite par la diffusion sur 
une particule unique). 
Mais si les gouttes n’ont pas toutes la même dimen- 


4000 101 
sion, il faut prendre une moyenne à l’aide d’une | i $ 
courbe de répartition. Si le nombre de gouttes ayant . 3000 ; 
leur rayon compris entre R et R +dR est, par : \ se 
centimètre cube, n (R).dR, il faut remplacer l’équa- 2000 re 1 È 


- tion (1) par ù 
02 f #0 R)n(R)dR. (2) 


L'intégration devant être étendue à toutes les valeurs 
de À que peuvent présenter les gouttes. 

La fonction o a été tirée d’un travail de Stratton 
et Houghton [2]. Ces auteurs utilisent un travail 
de Mie [3]. Mie avait donné un développement en 
série pour représenter l'intensité lumineuse totale 
de l’onde réfractée qui se produit quand une onde 
plane polarisée rectilignement rencontre une sphère 
de constante diélectrique € et de conductibilité spéci- 
fique + placée dans le vide. Pour obtenir un calcul 
numérique plus facile de cette série pour le cas d’une 


Fig: 1. 


La donnée-d’un rayon de goutte moyen ne suffit 
pas non plus, on peut bien poser 


ee nCR) | (À, R)dR, 


mais n(R)—n(R), donc (R) dépend de n(R) et 
de (À, R). La densité n’est pas non plus caracté- 


gere 


petite sphère d’eau dans l’air, Stratton et Houghton 
supposent que, pour la petite goutte d’eau, a — 0. 


ristique [4]. 
On peut obtenir la courbe de répartition n(R) de 
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différentes manières. Il suffit d'appliquer la méthode 
photographique de Findeisen [5] qui s’applique aux 
LS gouttes jusqu'au-dessous de R—7:1,5 ps. A l'aide 


1000- 


: de la courbe de répartition n (R) de Findeisen et de 
la fonction © (À, R) due à Stratton et Houghton, 
nous avons obtenu la fonction 


KO, R)=œ(X, R)a(R), 


puis le coefficient d'extinction & par intégration 
graphique de l'équation (2). Pour une longueur 
d'onde À — 0,3 p, on obtient, par exemple, pour les 
_ brouillards naturels de Findeisen a: (fig: 09 
d (fig. 2) ete (fig.3), les” Valeurs à =2,4.107° cm À 


Kin 


4,0.107* cm let 6,7.10-* em 1 Pour des longueurs 
d'ondes plus grandes, on trouve une transparence 
un peu plus grande. 


Ne D QUES 
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Wetlerdienst (Wissenschaftliche : 


Nous avons considéré in lnduetide des 
particules négligées précédemment (R < 1,5 D), nous 


pouvons résumer ainsi cette influence. En considé- 


rant le nombre possible de germes de condensa- | 
tion [6] et le fait que seulement une partie d’entre 
eux intervient effectivement pour la formation du 


brouillard [z{..on voit que les particules négligées n’ont … 1 


pas d'influence appréciable sur le coefficient d’extinc- : 
tion. Dans chaque cas, les particules les plus grosses 
déterminent, d’une façon prépondérante, les pro- 
priétés optiques du brouillard [8]. L'influence de la 


grosseur des particules l'emporte sur celle de leur « 


nombre. Par suite, les brouillards à grosses gouttes 


montrent une variation faible du coefficient d’extinc- 


tion avec la longueur d’onde et une transparence 
pour l’ultraviolet un peu meilleure. C’est seulement 
pour les brouillards ayant les gouttes les plus petites 
qu’apparaît l'avantage des rayons infrarouges. Il faut 
tenir compte de ces faits lorsque, pour la transmission 
d’un signal invisible, on a le choix entre l’ultraviolet 
et l’infrarouge. 

L'observation de brouillards Data et artificiels 
confirme ces considérations essentiellement qualita- 
tives. Foitzik a établi [o] que les brouillards pour 
lesquels la visibilité est encore assez bonne ont un 
coefficient d'absorption dépendant fortement de la 
longueur d’onde avec une meilleure transparence dans 
le rouge, tandis que les brouillards à petite distance 
de visibilité ont une absorption dépendant peu de 
la longueur d'onde, et une meilleure transparence dans 
le bleu. Selon ce point de vue, il définit justement 
deux classes de brouillards : les « brouillards pro- 
prement dits», avec une meilleure transparence dans. 
le bleu et les «brumes », avec une meilleure transpa- 
rence dans le rouge. Külb [ro] a remarqué que, dans 
ses brouillards artificiels, les rayons sortants étaient 
rougeâtres au début de la formation du brouillard. 
Cette couleur disparaissait avec le temps, à mesure 
que le brouillard devenait plus intense et devenait 
même, à la fin, légèrement bleutée. 

Un contrôle quantitatif de la formule (2) n’a 
malheureusement pas été possible, parce que l’on ne 
possédait pas de mesures simultanées de la transpa- 
rence et de la répartition des gouttes. La formule (2) 
peut servir à calculer « si n (R) est donné ou inver- 
sement; dans ce dernier cas, il est nécessaire de 
résoudre une équation intégrale de première espèce. 
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